Revista

ECIPERU

Un Método de Optimizacion Proximal para Problemas de Localizacién
Cuasi-convexa

Miguel A. Cano Lengua’, Erik A. Papa Quiroz 2

' Facultad de Ciencias Naturales y Matematica -FCNM/ Universidad Nacional del Callao

Callao- Peru

2Facultad de Ciencias Naturales y Matematica -FCNM/ Universidad Nacional del Callao

Callao- Peru

RESUMEN

El problema de localizacion es de gran interés para poder establecer de manera 6ptima diferentes demandas
de ubicacién en el sector estatal o privado. El modelo de este problema se reduce generalmente a un
problema de optimizacion matematica.

En el presente trabajo presentamos un método de optimizacién proximal para resolver problemas de
localizacion donde la funcién objetivo es cuasi-convexa y no diferenciable. Probamos que las iteraciones
dadas por el método estan bien definidas y bajo algunas hipétesis sobre la funcién objetivo probamos la
convergencia del método.

Descriptores: Método del punto proximal, teoria de localizacién, convergencia global, funcion cuasi-convexa

ABSTRACT
The localization problem is of great interest to establish the optimal location of the different demands in the
state or private sector. The model of this problem is generally reduced to solve a mathematical optimization
problem.

In the present work we present a proximal optimization method to solve localization problems where the
objective function is non differentiable and quasiconvex. We prove that the iterations of the method are well
defined and under some assumption on the objective function we prove the convergence of the method.

Keywords:
Proximal point method, localization theory, global convergence, quasiconvex function
donde f:R" >R es una funcidon dada,Opt.f(x)

significa minimizar o maximizar la funcion f
ademas g :R">R Y

1. Introduccion

b
En el campo de la matematica aplicada, h;:R”—>R SON funciones
existen diversas areas que dan solucién a problemas
vinculados a las ciencias e ingenierias, una de ellas

es la Optimizacion Matematica que estudia la forma

dadas.

de encontrar la mejor solucién a un problema dado
dentro de todas las posibles alternativas.

El modelo general de optimizacion esta dado por:
Opt.f(x)

sa:
g;(x)<0;Vi=L,...,m,
hJ(X):O,VJ :13--'7 p,

(P)

Una clase particular y bien amplia del modelo (P) es
la optimizacion cuasi-convexa (problemas donde la
funcion objetivo f es cuasi-convexa, esto es,

f(x+ (1= 2)y) <max{f (x), f(y)},v21€[0.1] vx,yeR",
y las funciones que definen las restricciones @; y
h, son cuasi-convexas).
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Este problema fue estudiado en el afio 1951 por
Arrow y Enthoven [1], motivados por las
aplicaciones de las preferencias y utilidades en la
teoria del consumidor y posteriormente por diversos
investigadores como Kannai, [5].

Por otro lado, problemas de localizacién tienen una
gran importancia en las ciencias e ingenierias. Estos
entraron en las ciencias inicialmente como
problemas matematicos donde personajes ilustres
como Fermat, Torriceli, Silvester, o Steiner
propusieron ingeniosos métodos para resolverlos.

En el siglo XX los problemas de localizaciéon se
extendieron a varias disciplinas y actualmente tienen
una gran variedad de aplicaciones en diversas areas
de investigacion.

Este trabajo esta destinado a resolver problemas
de localizacion modelados de la siguiente forma
general

min f(X)
(Pl sa:
X € R"
donde f:R" >R es una funcion real no

diferenciable y cuasi-convexa (ver Seccién 2 para
corroborar el modelo ).

Para resolver el problema planteado extenderemos
el método del punto proximal, ver [6] y[7], que para
el caso donde la funcién f es convexa, genera una

sucesion de puntos, a partir de un punto dado
X* € R, tal que: Dado k =1,2.3,...,
Si 0eo f(x<") entonces finaliza (donde ¢ f

subdiferencial convexo).
Caso contrario, se buscaun x* <R" tal que:

es el

Xk=argmin{f(x)+/z<x—xk12 ZXER”} (1)

Fué demostrado, ver [4], que si f es convexa,

propia y que la sucesién {4, } satisface:

. s k -
entonces la sucesion {f(x )} converge al infimo de
f y si ademas el conjunto de soluciones 6ptimas

no es vacio, entonces la sucesion converge para
una solucién del problema.

Para el caso cuando f es cuasi-convexa (y por lo

tanto para el problema de localizacibn que
deseamos resolver), debemos observar que debido
a la no convexidad de f, el problema (1) no es

necesariamente un problema convexo, mas aun, no
es necesariamente cuasi-convexo. Es por eso, que
la iteracién (1) puede ser mas dificil de resolver
que el problema (PI).

Para superar esta dificultad, proponemos una
extension del método del punto proximal usando la
iteracion:

0 <d s %) | o ) @

donde ¢ es el subdiferencial de Clarke,
ver Seccion 3 para una definicion rigurosa de este

subdiferencial.

Esta iteracion es mas razonable de resolver desde
el punto de vista tedrico y practico ya que en vez de

encontrar el punto x* que minimice la funcién
f(.)J{QJ H '—XHHZ , s6lo necesitamos encontrar un
2

punto critico del mismo. Asi reducimos el costo
computacional en cada iteracidon con respecto al
método proximal clasico.

En este trabajo probamos la convergencia del
método proximal usando la iteracion (2) bajo la
hipotesis que la funcion f es localmente Lipschitz ,

cuasi-convexa y no necesariamente diferenciable.

La organizacion de este trabajo es la siguiente:

En la Seccién 1, presentamos las herramientas
necesarias para el desarrollo de este trabajo, entre
otros veremos algunos resultados del analisis
convexo, subdiferenciabilidad para funciones
convexas. En la Seccion 2 se presenta el modelo de
localizacion cuasi-convexo. En  la Seccion 3
presentamos la teoria del subdiferencial de Clarke
(ver referencias [2] y [3] para mayor profundidad). En
la seccion 4, parte central del trabajo, presentamos
el método propuesto y sus resultados de
convergencia. En la seccién 5, presentamos la
implementacion del método para algunas funciones
y finalmente damos la bibliografia como fuente de
informacion.



1.2 Definiciones Basicas

Definiciéon 1.2.1 Una funciéon f :R" - R U {+0} es
llamada convexa en R" si para todo x,yeR" y

paratodo A € [0,1] se cumple que:
f(AX+ (1= A)y) <A (X)+ (1= ) F(y).

Definicion 1.2.2 Una funcién f :R" — R U {+x0}

es llamada cuasi-convexa en R" si para todo
X,yeR"y paratodo 1 e [O,l] se cumple que:
f(x+(1-A)y) <max{f(x), f(y)}

1.2.3 Sea

Definiciéon f:R" > RU{+o0} una

funcion. Decimos que X € R" es un minimo local de
f Si existe >0 tal que

f(x) < f(X), VX € B(X,¢).
Decimos que xeR" es un minimo global de f si

f(x) < f(x),¥xeR".

Definicion 1.2.4 Una funcion f :R" — R {+o0}
es localmente lipschitziana con constante k >0 en
x e R" siexiste algun £ >0 tal que;

‘f(y)— f(2)<kly-z| para todo 7,y eB(x,).

Definicion 1.2.5 Una funcién f :R" — R U {+oo}
es semicontinua inferior en >_(e R" si para toda

sucesion {x'} convergente a X , se tiene que:

f(x) < liminf,  f(x")..

Definicion 1.2.6 Sea f:R" —>Ru{+w}. Esta

function es llamada funcién propia si:
(@) domf = ¢.
(b) Vx edomf, tenemos que f(X)>—o0.

1.3 Subdiferenciabilidad

Definicion 1.3.1 Se define la derivada direccional
de f en x en ladireccion veR" como:
f(x+tv)— f(x)

: .
Si f es diferenciable en x , entonces la derivada

f'(x,v)=lim,,

direccional existe en toda direccion ve R", f'(x,V)
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es una funcion lineal en v y tenemos la siguiente
relacion:

f/(x,v)= <Vf (X);V).
1.3.2 Sea

funcion convexa. Dado xeR",
subgradiente de f en X si:

f(y)> f()+(sy-x,vyeR".
El conjunto de todos los subgradientes de f en x
es llamado subdiferencial convexode f en X y es

f:R" > RU{+x} una
seR"

Definicion
es un

denotado por of (X), esto es:
of.(X) = {s eR": f(y)> f(x)+<s;y—x>,Vy € R”}.

Proposicion 1.3.1 Sea f:R" —> RuU{+x}una
funcion  convexa y ieint(domf). Si f es

diferenciable en x , entonces : o (x) :{Vf (;()}.

Ejemplo 1.3.1: Sea la funcion f(X)=| x| (Figura 1)
es facil de verificar que el subdiferencial convexo

de i en X es:

1 ;x>0
of . (x)=9 -1 ;x<0
[-L1];x=0

Figura 1 del ejemplo f(x)=| x|

Ejemplo 1.3.2: Sea la funcion definida por:

f(X)z{l—x :ox<1

Figura 2
X2 x>1 (Fig )
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es facil de verificar que el subdiferencial convexo
de f en X es:

1 ;x<1
of . (X)=9 2x ;x>1
[-1.2];x=1

.1.

Figura 2 del ejemplo f(X)_{l—x ; x<1
X2 ox=1

2 Modelo de Localizacion Cuasi-convexo

Un ejemplo de problema de localizacién es el de
ubicar una central de bomberos el cual pueda dar
servicio en el menor tiempo posible a determinados
puntos como por ejemplo a una Iglesia, colegio,
hospital, universidad, comisaria, centro recreacional,
banco, municipalidad, centro de convenciones y un

condominio, ver (Figura 3).

Figura 3 Central de bomberos

A seguir presentamos un modelo formal de
localizacion cuasi-convexo.

Sea D={d,,d,,....d,} cR", n>2, un conjunto de

p puntos de diferentes demandas y sea xeR"la
ubicacion de una instalacion a ser elegida.
Si C,,i=L..,p, son conjuntos compactos con

0eint(C,), (int(C,)
definimos la distancia entre X y d; por yc (X—d;)

denota el interior de C,)

donde y., es el funcional de Minkowsky del
conjunto C;, es decir, y. (X)=inf{t>0:xetC;}
observe que si C,es la bola unitaria sobre R"
entonces y. (X) es la distancia euclideana de x a 0.

Para introducir el modelo, definimos la funcion
7:R" —>RPtal que

y(X) = (7/01 (X_dl)a---a7cp (X_dp))’
y suponemos que f, :R?P >R, i=1..,p, es una
funcion no decreciente sobre R, esto es, si
X, <y, Vi=L..,p,

X,y € R satisface entonces

i< fi(y).

El modelo es dado por:
min{#(X): X e R"}
donde
P(X) = max ., {4 (X)}
con ¢ :R" — R definido por ¢ (x) = f.(y(x)), para
cada i=1,...,p

Si la funcion f,:R” — R es cuasi-convexa sobre

p , .
R/ entonces es posible probar que la funcién ¢ es
cuasi-convexa sobre R".

3. Subdiferencial de Clarke

Definicion 3.1 Dado f:R" —> RwU {+x}

localmente lipschitziana en el punto xeR". La
derivada direccional generalizada de ¢ en X, en la
direccion de veR", es definida por:
f(y+tv)—f(y)

t

fO(x,v) = lylgl Sup

tdo



Debemos notar que f° siempre existe gracias a la
condicién de localmente lipschitziana de la funcién
f.

Definicion 3.2 Sea f:R" —>RuU{+x} una
funcion localmente lipschitziana en el punto
xe R", entonces el subdiferencial, en el sentido

de Clarke, de f en X es el conjunto
Ot =R : F2 (V) 2 &V, W eR" |
Cada elemento de (e é f(x), es llamado

subgradiente de f en x , en el sentido de Clarke.

Definiciéon 3.3 Sea f:R" — RuU {oo}una funcién

propia, el conjunto de subgradientes generalizados
(también llamado limite subdiferencial) de t en

X € R", denotado por & (x) es definido como:

FO)={seR":3x' > x F(x') = f(x),3s' €8 f(x')—> s}

Ejemplo 3.1: Sea la funcion g(x):xzsen(l)
X

(Figura 4) es facil de verificar que el subdiferencial

Clarke de 1 en O es:

0 (0)=[-11]

a

Figura 4 del ejemplo ¢(x) - Xzsen(i)
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Ejemplo 3.2: Sea la funcién g(x) = 45 =4
X 5 X <4

(Figura 5) es facil de verificar que el

subdiferencial de Clarke esta dado por:

0o
[-1,0] ; x=-4
-1 ; —-4<x<0
L] ;  x=0

1 ;o O0<x<4
[01] ; x=4

0 ; X>4

X< -4

209(x) =

>

Figura 5 del ejemplo (,_[4 : (=4
x X <4

4. Método del Punto Proximal

Consideremos el problema:
min  f(X)
S.a:

(P)

xeR"

donde f:R" — RuU{+w} es una funcién propia,

semicontinua inferiory R" es el espacio euclidiano
con norma |.| . El método del Punto Proximal

(MPP) fue introducido por Martinet [6] en 1970 para
problemas de optimizacion convexa y
posteriormente fue muy estudiado por Rockafellar
[71 para encontrar ceros de operadores monoétonos
maximales.
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El  (MPP) genera una sucesion {x*} dado por
x" €R"  (un punto arbitrario) y

A
X« =argmin{f(X)+2kX—Xk12 ‘X e R”}

donde A, esun parametro positivo.
Para el caso en que f es convexa se demuestra

que la sucesién (e converge al infimo de f y

ademas si el conjunto de soluciones optimas es no
vacio, entonces '} converge a una solucién del
problema, ver Guler [4].

Para el caso cuando ¢ es cuasi-convexa y no
diferenciable introducimos el siguiente método:

Método de Optimizacién Proximal Cuasi-convexo

Dado una sucesion de parametros positivos {4, } y
un punto inicial

X eR"

Criterio de Parada:

(4.1)

Para cada k=12..., si

0eo f(xk"), entonces finalizar. Caso contrario,

Paso lterativo: encontrar un x* e R" tal que

A A
0 eeLf()'F[zk) H -—Xk—IZJ(Xk) (42)
Hacer k =k+1 y volver al criterio de parada.
Para lectores interesados en las demostraciones de
los resultados de esta seccién ver [8].

4.1 Resultados de convergencia de Fejér

Definicion 4.1.1 Una sucesion (y; R, es llamada
Fejér convergente a un conjunto ucRr" , con
respecto alanorma euclidiana si :

k+1

_quHy"—u ; YueU, vk>0 (4.3)

y

Teorema 4.1.1 Si la sucesion (y; es Fejér
convergente en un conjunto U = ¢4 , entonces {y;es
acotada. Si un punto de acumulacion y de (y*}

pertenece a U, entonces fim, | y“=y.

Observacion 4.1.1 De (4.2) y la diferenciabilidad
de (4, /z)H ke Hz ,se tiene que;

0ed (X + A, (X< =x*)

asi, existe g* €0 f(x*) tal que

9" :Z,k(xk—l _Xk)
4.2 Resultados de convergencia

Teorema 4.21Si f:R" —» RuU {+w} es propia, de
Lipchitz, acotada inferiormente y semicontinua
inferior sobre en R" , entonces la sucesion x

dado por (4.1)y (4.2) existe.

e Hipétesis A: f:R" - RU {+00} esuna
funcién acotada inferiormente.

e Hipétesis B: f:R" - RuU {+x} es
localmente lipschitziana y cuasi-convexa.

Como nos interesa la convergencia asintética del
método, asumimos también que en cada iteracion

2 ek
0eof(x] , lo cual implica que x* #x*",vk.

Proposicion 4.2.1 Bajo las hipotesis A y B tenemos
que {f(x); es decreciente y convergente.

Definimos el siguiente conjunto:
U ={X€ R"/ f(x) <inf f(xj)}
j >0

Observemos que este conjunto depende del punto
inicial x° y la sucesion{4, }.

Si U=¢ entonces es posible probar que:

i lim f(xX)=inf __, f(x).

k—+

i. X} es limitado.

Se asumira que Us=g y definimos el siguiente
conjunto

V, = {xeR"/ f(x) < F(x)]

Observamos que UcV, . De las hipétesis Ay B, el
conjunto U y v, son no vacios, cerrados y convexos.



Teorema 4.2.2 Bajo las hipotesis A y B, la sucesion

k , . . .
{X}- generada por el método proximal es Fejér
convergente a U .

Imponemos algunas condiciones a {4, }.

Teorema 4.2.3
satisfechos. Si

Suponemos que A y B son
0<A <A ,donde 1 es un
numero real positivo, entonces la sucesién {xk}.
converge aun puntode U y

lim g* =0,

k—> + o

para algin g* €d f(xk) . Ademas, {xk} converge a
un punto critico de f, esto es, un punto xeR" g

que OEé f(i)

5. Implementaciones y Aplicaciones

En esta seccién presentamos algunos experimentos
computacionales para resolver problemas irrestrictos
con § cuasi-convexa.

Para ello utilizamos el software “Matlab 5.3”. Cada
problema sera ingresado y finalmente presentamos
un cuadro con el nimero de iteraciones y la soluciéon
aproximada.

Ejemplo 51 Sea f.r" >R
donde:
foy)=—""
Resultados
a) Para 5 -
Criterio de error satisfecho Norma gradiente
=:0.000415

el punto aproximado es: 0.000147
el punto aproximado es: 0.000147

numero de iteraciones es: 5
resolvimos el problema aproximadamente
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b) Para A :%

Criterio de satisfecho

=:0.000906

error Normagradiente

el punto aproximado es: 0.000320
el punto aproximado es: 0.000320

numero de iteraciones es: 5
resolvimos el problema aproximadamente

Ejemplo 5.2 Sea f:r" R
donde:
F(x)= I-x ; x<l1
TP x>l
Resultados

a) Para , _!
k

Criterio de error satisfecho Normagradiente =:0.0000

el punto aproximado es: 1.000000
el punto aproximado es: 1.000000

nuamero de iteraciones es: 4
resolvimos el problema aproximadamente

b) Para 2 =1

Criterio de error satisfecho Normagradiente =:0.0000

el punto aproximado es: 1.000000
el punto aproximado es: 1.000000

nuamero de iteraciones es: 4
resolvimos el problema aproximadamente

c) Para A :%

Criterio de error satisfecho Normagradiente =:0.0000

el punto aproximado es: 1.000000
el punto aproximado es: 1.000000

nuamero de iteraciones es: 3
resolvimos el problema aproximadamente

APORTE

El aporte del presente trabajo es de caracter
teérico pero con una gran motivacion a las
aplicaciones. Los resultados de convergencia
obtenidos por el método presentado, ver Secién 4,
son novedosos y no han sido publicados aun por
ninguna revista nacional e internacional.
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CONCLUSIONES

1.

En este trabajo hemos recopilado resultados
basicos del subdiferencial de Clarke y la
convergencia del método del punto proximal para

adaptarlo a resolver problemas de optimizacion
con funciones objetivo cuasi-convexas.

Para una aplicacidon concreta en problemas de
localizacibn 'y su respectiva implementacion
computacional y disefo de Software aun esta
faltando estudiar el método apropiado para
resolver los subproblemas (4.2) como también de
una caracterizacion practica del subdiferencial de
Clarke. Esperamos que en futuros trabajos se
puedan obtener estos resultados.

Otro futuro trabajo seria el estudio de Ila
convergencia del método del Punto Proximal
utilizando el subdiferencial de Clarke para
resolver problemas de optimizaciéon con funciones
objetivo y restricciones cuasi-convexas.
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