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RESUMEN

En el campo gravitatorio externo del universo de Gédel con simetria cilindrica se hallan soluciones exactas de la
ecuacién del campo escalar y el espectro energético de las particulas escalares correspondientes. Se analizan dos
casos. En el primero, las particulas se encuentran bajo la accién solamente del campo gravitatorio externo. En el otro,
las particulas interactuan con un campo electromagnético externo, el cual a su vez esta dentro del campo gravitatorio
externo del universo de Gédel. La solucién de la ecuacion del campo escalar se expresa mediante los polinomios de
Jacobi. El espectro energético de las particulas escalares resulta discreto debido a la rotacion del universo.
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ABSTRACT

In the external gravitational field of the Gédel universe with cylindrical symmetry, exact solutions of the scalar field
equation and energy spectrum of the corresponding scalar particles are obtained. First, we considered the scalar
particles only in an external gravitational field of the Gédel universe. Then, we considered the particles interacting with
an external electromagnetic field, which is at the same time in the external gravitational field of the Gédel universe.
The solution of the scalar field equation is obtained in the form of Jacobi polynomials. The energy spectrum of scalar
particles proves to be discrete, due to rotation of the universe.
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INTRODUCCION cuentran bajo la accion solamente del campo gravitatorio
externo. En el segundo caso, las particulas se encuentran
en un campo electromagnético externo, el cual a su vez se
encuentra en el campo gravitatorio externo. A diferencia
de [5, 8] se toma una métrica con simetria cilindrica, que

corresponde a un analisis con mayor sentido fisico.

La métrica de Goédel es la solucion de las ecuaciones
de Einstein cuando el tensor energia-impulso describe
un fluido ideal en rotacion [1].

Segun la hipotesis actualmente aceptada, vivimos en
un universo en expansion, para el cual la métrica de
Fridman constituye una buena aproximacion. Sin em-
bargo, nada nos impide suponer que nuestro universo,

Campo escalar dentro del campo gravitatorio externo
del universo de Godel con simetria cilindrica

a la vez que se expande, también

gira. Asi como se observa el corrimiento al rojo en el
universo de Fridman, podrian observarse efectos simi-
lares en el universo de Gédel, tales como la manifesta-
cién de algun tipo de fuerza centrifuga u otros [2]. El
analisis de un universo que al mismo tiempo rota y se
expande [3] resulta muy complejo. Por eso, en el pre-
sente trabajo se analizan los efectos de la rotacién pu-
ra, considerando que estos se manifiestan indepen-
dientemente de la expansion.

Una caracteristica no muy buena del universo de Gédel
es la existencia en ella de geodésicas tipo temporal
cerradas, lo que implica la violacién del principio de
causalidad [4]. Por ello el problema planteado en este
trabajo debe ser considerado no mas que como un mo-
delo, que sin embargo resulta muy interesante por la
sencillez de la métrica y por los resultados que se ob-
tienen.

En el presente trabajo se investiga la influencia del
campo gravitatorio externo del universo de Gédel en el
espectro energético de particulas escalares. Se anali-
zan dos casos. En el primer caso, las particulas se en-

Escogemos la métrica de la siguiente forma [4]:

ds =dt* —dr® +éz[sh4 Qe Qr}dqiz LV &d(bdt—dzz

N2 N2 Q" 2
(1.1)

El lagrangiano del campo escalar tiene la forma

*

L=¢p, 9" -m’>pp (12)

*

P

Variando respecto al campo obtenemos

1 (o7
E(Eg "0.), +m9=0 (1.3)
Busguemos la solucion en la forma
q)(ta r, ¢, Z) = V(’f)ei("¢+kz—a)t)

Sustituyendo (1.4) en (1.3), obtenemos una ecuacion para
v(r) que, haciendo el cambio de variables

. n=0,1,2, ... (1.4)
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E=ch2Qr, v(r)—u(&)  (1.5)
se transforma en
W % . u (1.6)
U2 U+ AE +2BE+D|=0
52 _1 (52_1)2[ d
Donde
2 2 2 2
A__a)z_k +1:1 2B_2a)2 2nw
2Q 2Q Q Q
2 2 2
D:_3a)2_2na)_n2 k +1:1
2Q Q 2Q

La ecuacién (1.6) es una ecuacién generalizada de tipo
hipergeométrico [7]. El procedimiento para resolverla es
conocido. Se hace u(§)=f(§)y(§), se sustituye u(§) en (1.6),
se ordenan los términos formando una ecuacioén respecto
a y(§) “para una determinada f(€)”, y se elige f(§) de tal
modo que la ecuacion para y(€) sea también una ecuacion
generalizada de tipo hipergeométrico.

De este modo, y exigiendo adicionalmente la integrabili-

dad cuadratica de la funciéon del campo escalar, obtene-
mos para f:

f=E-0re+1) o)

La ecuacion para y(§), haciendo el cambio

(&)= x(s)

y eligiendo unas constantes a, B, y adecuadamente, se
reduce a la ecuacién de Gauss [71]:

s(l—s);(”+[;/ —(a+p+ l)s];('—aﬂ;( =0 (1.8

(1.7)

E=1-2s

Esta ecuacién tiene la forma: 0, "+7, X' +t4,x =0
Donde
o, =s(1-s),

T, =y—(a+p+D)s, A =—af

Su solucién se expresa como la superposicion de dos fun-
ciones hipergeométricas linealmente independientes [7]:

2(8)=CF(a, B,7,5)+Cys'" "Fla—y+1, -y +1,2—7,5)

Pero, la exigencia de que la energia total del campo esca-
lar sea finita, conduce a que las funciones hipergeométri-
cas degeneren en polinomios hipergeométricos. Con un
cambio de variables adicional, el cual es q=2s-1,

2(s) > 0(q) estos polinomios toman la forma de los
polinomios de Jacobi [7]:

0(q) =Py (q) ,N=0,1,2,...  (1.9)

15

donde

a=—4—w—2n—3
Q

b=1+2n
De este modo, u(€)=f(§)y(§), donde y(§) son los polinomios
de Jacobi de grado N.

Los polinomios de Jacobi se obtienen bajo la condicién:

_N(N_l) "

A, =Ay =—Nrt,' 5 o,

(1.10)

Sustituyendo las expresiones correspondientes en (1.10),
obtenemos

a):F++2Ni[(l+2N)2 W ;;2’"2 —2N(N+1)} }

E=|T°|-gdV
Al calcular la energia I ° & , Se pueden

elegir las constantes de integraciéon de tal modo que E=w.
Por tanto, la expresién (1.11) representa el espectro ener-
gético de las particulas escalares. Como se ve, este es-
pectro es discreto. Pero, si la velocidad de rotacion del
universo Q=0, el espectro se hace continuo. Por tanto, el
campo gravitatorio externo del universo de Gdédel influye
en el espectro energético de las particulas escalares,
haciéndolo discreto.

N=0,1,2...

(1.11)

Campo escalar en un campo electromagnético externo
que a su vez se encuentra en el campo gravitatorio
externo del Universo de Godel con simetria cilindrica

En este caso la métrica sera la misma que en el caso
anterior, es decir, estard dada por (1.1). El lagrangiano
que describe la interaccion de los campos escalar y
electromagnético, siendo el ultimo externo, esta dado por
[8]:

L=g, " —nt W—F“’E ﬁi{gmqa —@, go}éf +é ppf'A, 2.1)

Por cuanto el campo electromagnético es externo, variare-

*

mos solo respecto a ? . Entonces obtenemos

ﬁ(@g“ﬁm ), +mip=2eip, g7 4,~*pd, A7 =0 (2.2)

Para F*# tenemos la ecuacidon de Maxwell en un campo
gravitatorio externo:

é(@wﬁ ), =" @3

Fp=45,~4.5

Escojamos el tetravector j* en la forma j* = (j° , 0, 0, 0),
donde j° es una constante. Ademas, debido a la simetria
cilindrica, supondremos que todas las magnitudes depen-
den solamente de r. Entonces, para Fq y A° eligiendo
adecuadamente las constantes de integracidén, obtenemos
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o Qlsh[2Qr PR (o
B V2 ch2Qr+1
.0
=7
donde 297 (24

Las demas componentes son iguales a cero.

Busquemos la solucién para ¢ en la forma:

olt,r,¢,2)=r)e™=)  n=01,2, . (25)

Sustituyendo (2.4) y (2.5) en (2.2) obtenemos una ecua-
cioén respecto a v(r), que, haciendo el cambio de variables
(1.5), se convierte en la misma ecuacién (1.6), sélo que
con otras constantes A, B y D. Por tanto, para resolverlo
seguiremos el mismo procedimiento que en el caso ante-
rior, en particular haremos u(€)=f(§)y(§). De ese modo, para
f(€) obtenemos

feo@E-1pE 1) ey,

La funcién y(€) se reduce a los polinomios de Jacobi, los
cuales se obtienen cuando se cumple (1.10). Sustituyendo
las expresiones correspondientes en (1.10) obtenemos

(2.6)

kK +m?
QZ

o= Q{H 2Ni[(l+2N)2 + —eI(l+2N)—2N(N+1)} } (2.7)

La expresion (2.7) representa el espectro energético de las
particulas, y resulta discreto, a menos que Q=0.

CONCLUSIONES

En el campo gravitatorio externo del universo de Goédel
con simetria cilindrica se han hallado soluciones exactas
de la ecuacién del campo escalar y el espectro energético
de las correspondientes particulas escalares, en dos ca-
sos: cuando el campo escalar esta sélo bajo la accién del
campo gravitatorio externo y cuando el campo escalar
interactia con un campo electromagnético externo, el cual
a su vez esta dentro del campo gravitatorio externo.

En ambos casos, para el campo escalar se obtiene una
ecuacién generalizada de tipo hipergeométrico que, me-
diante un cambio de variables, es llevada a la ecuacién de
Gauss. La solucién general de la ecuacion de Gauss se
escribe en forma de una superposicién de dos funciones
hipergeométricas linealmente independientes.

La exigencia de que la energia total del campo escalar
sea finita hace que las funciones hipergeométricas dege-
neren en los polinomios de Jacobi, los cuales correspon-
den a un espectro discreto de valores propios y determi-
nan, por ende, que el espectro energético de las particu-
las escalares resulte discreto.

Si consideramos la velocidad de rotacién del universo
igual a cero, entonces el espectro resulta continuo. Pode-
mos, entonces, concluir que la rotacién del universo pro-
duce la discretizacién del espectro energético de particu-
las escalares.
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